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1. E i n l e i t u n g .  

Die theoretischen Untersuchungen verschiedener Autoren 1, 
denen zufolge die physikalischen Eigenschaften der kautschuk- 
artigen K~rper als Folgewirkung der innermolekularen Statistik 
verstgndlieh werden, blieben bisher in quantitativer Hinslcht 
hinter der kinetisehen Gastheorie merklieh zuriick. Es l~$t sich 
nur die Tatsaehe der Kautschukelastizitgt verstgndlich machen. 
nicht aber kann z. B. der Wert des Elastizitgtskoefflzienten her- 
ge]eitet werden, yon dem fiber die ProportionalitKt hinausreichen- 
den Dehnungsgebiet ganz zu sehweigen. Die Erk]~rung hierfiir 
ist, dab zwar eine Statistik des einzelnen Kettenmolekiiles yon 
endlicher GrSBe befrieben werden kann, der Verband der Xetten- 
molekiile jedoch, sowie beispielsweise das Verhalten eines durch 
Vernetzungen entstandenen unendliehgrol3en Molekfiles konnten 
bisher nur sehr sehablonenhaft erfaSt werden. Infolgedessen kann 
man das statistisehe Verhalten einzelner Kettenmolekiile besser 
iiberblieken als dasjenige dries Kautsehukstiickes und gelangt 
daher mit wesentlieh geringeren Schwierigkeiten zu Theorien der 
Viscositgt hoehmolekularer LSsungen und ghnlieher Gegenstgnde, 
wghrend auf dem Gebiete der Xautschukeffekte Fortsehritte 
sehwerer zu erzie]en sind. 

Der jetzige Stand der Kautsehuktheorie wlrd dureh eine 
Arbeit yon W. KcE~ ~ wiedergegeben. Daselbst wird ein Versuch 
gemacht, die beobachtbaren Elastizitgtsdaten quantitativ zu er- 
fassen. Das Ergebnis der Bereehnung ist, dat3 der Elastizitgts- 
koeffizient etwa den Wert  

(t) ~ 7  Go "/~ T 

1 K. H. MEYER und C. F~aRI, Itelv. chim. Acta 18 (1935) 570; E. GuT~ und 
H. MARK, Mh. Chem. 64 (1934) 93. 

-~ W. Kurd, Kolloid.-Z. 76 (1636) 258. 
Monatshefte ftir Chemie, Band 71 22 
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besitzt, worin Go die Anzahl der Kettenmolekiile pro Volumein- 
heir darstellt (der Zahlenfaktor 7 gilt vorbehaltlich kleiner Ab- 
weichungen). 

Eine einfache ~berlegung l~l~t den begrenzten Wert des 
l~esultates erkennen: jedes durehvulkanisierte Kautsehukstiick 
kann (yon Einsehlfissen abgesehen) als ein grol~es Molekfi] ange- 
sehen werden, so da~ es nach (1) eine versehwindend k]eine 
Elastizit~t aufweisen mfil3te - -  es sei denn, dal3 (1) nur unter 
der Voraussetzung unverzweigter Ketten gelten soll. Dieser Vor- 
behalt kann jedoeh nieht darfiber hinweghelfen, da~ die Abh~n- 
gigkeit des z yon der 3s naeh der Formel gerade im 
entgegengesetzten Sinne erfolgen miil~te, als erfahrungsgem~13 zu 
erwarten ist. Denn naeh (1) wird der Elustizit~tsko&fizient bei 
Unterteilung der 3~olekfi]gr~13e vergrSl3ert. Im Bereieh der kleinen 
Vulkanisationsgrade, welehe noeh einer endliehen mittleren Mole~ 
kfilgrSl~e entspreehen, zeigt die Erfahrung das Gegenteil. 

2. Die E i n f i i h r u n g  tier Y i s e o s i t ~ t  in die K a u t s c h u k -  
theor ie .  

Der gefundene Widerspruch gibt bereits AnhMtspunkte zur 
Auffindung eines riehtigeren Verfahrens. Man wird die beiden 
folgenden Forderungen zugrundelegen kSnnen, welehe naturgem~il3 
noeh idea]isiert sind: 

1. Die Anzahl der Molekiile pro Volumeinheit (das Go) sol] 
nieht mehr explicite in der Formel aufsehelnen. 

D~mit steht das folgende Postulat in engem Zusammen- 
hange: 

2. Eine Unterteilung oder Vervielfaehung der mittleren 
Kettenl~nge soil in erster N~herung kelnen Einfiul~ auf das zu 
beobachtende Verhalten haben. 

Es ist ersiehtlieh, dab die erste Forderung nieht leicht er- 
fiillbar ist. Denn bei der Berechnung der bier ma~gebenden physi- 
kalisehen GrSl3e, n~mlich der Entropie pro Volumelnheit, hat 
man stets fiber alle Molekiile der Volumeinheit zu summieren, 
w0bei irgendwie alas Erseheinen des Go erw~rtet werden mu~. 

Das Nebeneinanderbestehen einer Kristallphase und einer 
sogenannten ,Sehmelze" legt nun den Gedanken nahe, in der 
zweitgenannten Phase, die uns ja allein interessiert, auf kleine 
Entfer~ungen die Wirksamkeit einer Viscosit~t anzunehmen, ob- 
gleieh die Schmelze makroskopiseh betrachtet nicht als Fliissig- 
keit erscheint. Diese Viseos~t~t behindert nun die relative Be- 
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wegung benachbarter Kettenmolekiilteile und dies hat zur Folge, 
dal3 die Gesamtausdehnung der Kettenmolekiile fiir dus physika- 
lische Verhalten in erster N~herung nieht in Frage kommt - -  
vorausgesetzt, dal3 die Kettenl~nge nieht ganz klein ist, so dai~ 
Plasfizit~t herrscht. Insbesondere wird sich bei zunehmenderDichte 
der Yernetzungsstellen der Punkt, an welchem die mittlere Mole- 
kiilgrS•e yon endlichen Werten zum Unendlichen iibergeht, in 
keiner Weise hervorheben. 

Die Wirksamkeit der Viseosit~t kann durch einen Ver- 
gleich yon Buna and Kautschuk besonders deutlieh gemacht 
werden. Im urspriingliehen Zustande (aus der Li~sung einge- 
trocknet) finder man ungeuchtet der etwa gleichen MolekiilgrSl~e 
bei Buna Plastizit~t, bei Kautschuk Elastizit~t. Die beiden 
ehemischen Formeln lassen erkennen, dab die Wahrscheinliehkeit 
fiir die Bildung etwaiger Vernetzungsstellen in beiden F~llen un- 
gef~hr die gleiche ist; denn die Kautschuk-Doppelbindung ist nur 
wenig reaktionsf~higer als die Buna-Doppelbindung. Das unter- 
sehiedHehe physikalische Verhalten mul3 a]s Viscosit~tseffekt 
interpretiert werden, da benachbarte Kautschukketten info]ge 
der Methylsubstitutionen viel weniger in der Lage sind, aneinan- 
tier zu gleiten als benaehbarte Bunaketten - -  eine offenkundige 
Reibung. 

3. Die P r i n z i p i e n  der B e r e e h n u n g  der K a u t s e h u k -  
e las t iz i t~ t .  

Fiir die quantitative Durehfiihrung des geschilderten Ge- 
dankens ist es notwendig, sich auf das bisher angewundte Ver- 
fahren zu stiitzen. Danach bereehnet sich die Spannung bei einer 
Dehnung ira Verh~ltnis ( l §  zu 

d F  
( 2 )  s = 

dk 

worin F die freie Energie pro Volumeinheit darstellt. Es gilt 
bekanntlich 
(3) F =  ~ TS, 

worin die innere Energie U sowie die Entropie S gleichfalls pro 
Volumeinheit genommen werden miissen. In der aus (3) folgen- 
den Gleiehung 

d U  d S  
S ~  - - T  

dk dk 

kann der Subtrahend bei reiner Entropieelastizit~t vernaehl~ssigt 
werden: 

22* 
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(4) s = - -  T aS  
d k .  

Aufgabe ist die Angabe yon S ffir die versehiedenen Dehnungs- 
zustEnde. Die erw~hnte Arbeit yon W. KUHN gibt hierfiir: 

(5) 
~2 

§162 (X2 + V~) (1__ D + 

S o C l - - k  2b ~ Z e -  ~b,z d x d y d z .  

Diese Formel ist so zu verstehen, dal3 die individuelle Entropie 

c1__ k x~+Y'~+ z~ ). 
2 b 2 Z  

die sich aus der innermolekularen Statistik der Einzelkette ohne 
Kr~fte berechnet, fiber alle erdenklichen Langenzust~nde (x, y, z) 

summiert wird, wobei die ]~olekiilzahl Go sowie die Gewiehts- 
funktion 

23 (x2+Y2)(1--~O+ (1.+~)~( 1 )3 
e - -  2 ~z  b ~ / ~ Z  dx  dy  dz 

unter dem Integralzeichen als Faktor vorgesetzt erscheinen. Z 
1 o a 

ist die Kettengliederzahl, b ~ e t g  2 mit Kettengliedl~nge lo 

und Valenzwinkel ~--~-: c~ ist eine Normierungskonstante. Die 
Gewichtsfunktion ist die Wahrscheinlichkeit daffir, da$ der L~n- 
genzustand in die Intervalle 

Xl: xi +dXl; Yl: Yl'+dyi; zl: Zl +dZl 

F~llt, wofern die xl Yl, Zl mit x, y, z durch die Relationen 

Z 

verkniipft sind. Die Transformationen (6) entsprechen der ~[nde- 
rung der L~ngenzustEnde unter dem Einflusse der Dehnung unter 
Konstanthaltung des Volumens. Infolge der Deformation ist in 
(5) die durch (6) modifizierte Gewiehtsfunktion einzusetzen. Aus 
(5) erh~lt man mittels (4) fiir den Elastizitfitskoeffizienten 

(1') Go kT; 

der bei KUH~ endgiiltig aufseheinende Zahlenfaktor 7 anstatt  3 
beruht auf einer unwesentliehen u : 
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4. Der  E in f luB  der  V i scos i tK t  a u f  die B e r e c h n u n g  der  
E l a s t i z i t g t .  

In der vorgefi~ihrten Bereehnung lag der Gedanke zugrunde~ 
dab die innermolekulare Statistik der krgftefreien Einzelkette 
anwendbar ist. Dies ist im Hinblick auf das fiber die Viscositgts- 
krgfte Gesagte abzulehnen. Man darf nieht etwa vermuten, dab 
die Allgegenwart der Viseositgtskraft zu einer Kompensation der 
Viscositgtskorrekturen fiihrt. Denn wean man die krgftefreie 
Statistik zugrundelegt und sich auf eine Koordinatenriehtung x 
besehr~inkt, finder man fiir die Xnderungsgesehwindigkeit einen 
Mittelwert 

welcher mit zunehmendem Wert des L~ngenzustandes x ansteigt. 
Infolgedessen kommt die W~rmebewegung in den gestreckteren 
Zust~nden erheblieher mit der ViscositKt in gonflikt als in den 
minder gestreckten. 

Urn die x-Abh~ingigkeit yon (7) zu ermitteln, fiihren wir 
das eingangs erwghnte Prinzip der Invarianz gegen Xnderung 
der Kettenlgnge ein. Bezeiehnet man die zam LKngenzustand 
x his x+ dx gehSrige Wahrseheinliehkeit mit f (x)  dx, so gilt 

X2 

(s) f(x) = t o . s t .  e- 

wofcrn der Kiirze halber 2 b~Z--~-B gesetzt wird. Einer Xnde- 
rung der Kettenl~nge um den Faktor m entspricht die gleiche 
Anderung yon B: es ist mB an Stelle des friiheren B zu setzen. 

Wenn x eine positive Zahl ist, ergibt sich der Mittelwert 

( ~ )  naturgera~B negativ, d. h. Sehrumpfung ist wahrschein- 

lieher als Dehnung. Denn nach (8) kommt den kiirzeren Lfingen- 
zust~nden x eine griiBere Wahrscheinlichkeit zu und die gr(iBte 
der L~nge :Null. (z ist eine Komponente des Vektors [x, y, z] !) 
Naeh dem Vorbild z. B. der Diffusionstheorie hat man nun zu setzen 

wobei die zus~tz]iehe Funktion g(x, B) aus dem gekennzeiebneten 
Invarianzprinzip herzuleiten ist. Aus (9) wird mit (8) 

(dx)  2x x~ 
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und mit der Transformation x-+rex, B-+mB folgt 

m -d( ~ - B m x  e--B- .g(mx; roB). 

Daher ist 

g (m x, mB)-~- e- ~- g (x; B) 

unabhgngig yon m. 

Die einfaehste Weise, diese Gleiehung zu befriedigen, 
-ein Ansatz 

x~/B 1 
-~- cons t .  - -  g (x ; B) ~ const, e 

f ~ . ~ )  ' 

so dal~ man fiir (9) endgiiltig erh~ilt 

) d lnf(x) dx f '  (x) const. (10) ~ ~---const. f(x) dx ' 

wofiir im Hinbliek 
auch 

ist 

auf die BOLTZ)IANNsche Beziehung S ~ k  In W 

(~-~-~) ~ e o n s t .  dxdS 

3 Vgl. H. DOSTAL, Mh. Chem. 71 (1938) 144. 

geschrieben werden kann. Dies lguft auf eine Proportionalifiit 
der mittleren Sehrumpfungsgesehwindigkeit mit der elastischen 
Spannung hinaus. Wichtig ist, dal3 fiir beliebige Kettenliinge die 
Schrumpfungsgeschwindigkeit d(mx)/dt mit m, also aueh mit der 
Xettenliinge (mZ) proportional ist. 

Es ist aus rechnerisehen Griinden nieht direkt m~iglich, 
innermolekulare Statistik mit Beriicksiehtigung der maSgebenden 
Kr~ifte zu betreiben. Das angeniiherte Verfahren, welches wir 
start dessen vorsehlagen, stiitzt sich auf den Gedanken, dal3 die 
Bewegungsbehlnderung info]ge u mit einer Vernetzungs- 
wirkung ~iquivalent ist. s Die Masehenweite dieser Vernetzung 
ist deswegen nieht eindeutig festgelegt, weil die Bewegungs- 
behinderung allm~hllch, nicht abrupt einsetzt. Wir ~ragen dlesem 
Umstande dadureh Reehnnng, dal3 wir die sehr lange reale Kette 
durch eine t~berlagerung kiirzerer Xetten yon verschiedener 
L~inge betraehten, wobei den mtiglichen Lgngen statistisehe Ge- 
wiehte kleiner als Eins zukommen dera~.t, dal3 das Gesamtgewicht 
an jeder Stelle genau Eins betr~igt. Der Gedanke dieser ?3ber- 
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lagerung ist yon anderen Gebieten der Physik enflehnt; Ein- 
wendungen gegen die Zulassigkeit des Verfahrens set vorderMnd 
nur entgegengehalten, dab es sich um elneErsatzbetrachtung an 
Stelle der nicht durehfiihrbaren richtigen innermolekularen Sta- 
tistik handelt. Den Teilzust~tnden, aus denen wlr die ~berlage- 
rung aufbauen, ordnen wir die bisher stets angewendete kr~fte- 
freie innermolekulare Statistik zu. 

Die zu den fiktiven Kettenl~ngen yon 1 his l + d l  gehSrJge 
Gewichtsfunktion sei ?(l)dl. Dann muB 

o o  

(1 i) f?  q) dz= 1 
0 

gelten. Fiir den Verlauf der Funktion ? nehmen wir die Diffe- 
rentialgleiehung 

_ (12) d~(t) e ? (l) dt ~ -  

an, worth sieh der L~ngenzustand x auf die fiktive Kettenl~nge 
bezieht, so dub 

( , x )  
(13) ~i -  -~-c' l 

gesetzt werden darf. Hierbei ist zun~ehst vorausgesetzt, dab sich 
dfe L~nge 1 im groBen in der x-Richtung erstreekt. Mit (13) wird 
aus (12) 

d In ? (1) ~ - -  cc' 1 dl 

oder integrlert 

e e  ! 

(14) ?( l )~const .  e 2 , 

so dab also ein Fehlergesetz herauskommt. Eine Begr[indung der 
fundamentalen Differentialgleichung (12) kann einstweilen nur 
gegeben werden dutch den Hinweis auf den MiBerfolg anderer 
Ansitze sowie darauf, daB mit (12) die Fordertmg (11) ohne 
weiteres befriedig~ werden kann. Ein Beweis von (12)nebst Ken- 
stantenbestimmung wird erst dureh eine riehtige innermolekulare 
Statistik mSglleh seth. 

Die Anwendang yon (14) auf das Elastizititsproblem hat 
derart zu erfolgen, da6 alle Partialexistenzen der Ketten mit 
ihren Partialgewichten zur Bestimmung der Entropie pro Volum- 
einheit herangezogen werden. Man erh~ilt auf diese Weise 
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s=&+s,~+ &; 6,,= sx(~) 

Dabei ist L die Gesamtliinge aller Ketten pro u 
tier Winkel von l- und x-Richtung, Sy und S~ sind analog ge- 

bildet. U(sx s,j s~ ),) ist die noch zu ermittelnde Gewich~sfunk~ion, 
welche die Verteilung der Spannungsgrude sx, s~, s~ regel~. Fiir 
die Kettengllederzahl Z ist zu setzen 

l 
Z~--- - 

Zo' 

so dab sich auch Z ~ur den Partialzustand bezieht. Die weitere 
Rechnung hat ganz nach dem u yon Abschnitt 3 zu er- 
folgen. 

D~s bier angewendete Verfahren, an Stelle elner nicht 
durchfiihrbaren Rechnung ein Ersatzveri:ahren anzuwenden, alas 
weniger exakt, jedoch geschlossen durchfiihrbar ist, hat ein Sei- 
~enstiick in der Methode von J. A. CHRISTIANSEN ~ zur Berechnung 
reaktionsklnetischer t)robleme nach dem ~rorbilde der Diffusions- 
~heorie. 

Die bisher skizzierte Berechnungsweise soll im zweiten Tell 
dieser Arbeit exakter durchgefiihrt und mit der berichtigten 
innermoleku]~ren Statistik verglichen werden. 

Herrn Professor Dr. H. MAI~K miichte ich ffir die Anregung 
und FSrderung dieser Arbeit meinen ergebensten Dank aussprechen. 

Zeitschr. f. phys. Chem. (B) 33 (1936) 145; (B) 37 (1937) 374. 


